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, . $n$ $N=\{1,2, \ldots, n\}$ ,
$v$ : $2^{N}arrow \mathrm{R}$ . $v(S)$ $S$ (
) , $S$ ( )
. , , $v(\emptyset)=0$ . ,
, ,
$v(S)+v(T)\leq v(S\cup T),$ $\forall S,T\subseteq N,$ $S\cap T=\emptyset$





$v(S)+v(T)\leq v(S\cup T)+v(S\cap T),$ $\forall S,$ $T\subseteq N$
, (convex) . , $v$
.
2 $v$ (upper vector) $M(v)\in \mathrm{R}^{n}$ , (lower vector) $m(v)$
(gap function) $g^{v}$ : $2^{N}arrow \mathrm{R}$
$M_{i}(v)$ $:=$ $v(N)-v(N\backslash i)$ , $\forall i\in N$ ,
$m_{i}(v)$ $:=$
$. \max(v(S)-\sum_{j\in S\backslash i}S\cdot S\ni iM_{j}(v))$
, $\forall i\in N$ ,
$g^{v}(S)$ $:=$
$\sum_{i\in S}M_{i}(v)-v(S)=-e^{v}(S, M(v))$ , $\forall S\subseteq N$
. $v$ $T\subseteq N$ , $(\triangle_{T}v)$




1. $v(S\cup i)-v(S)\leq v(T\cup i)-v(T),$ $\forall i\in N,$ $\forall S,$ $T\subseteq N$ : $S\subseteq T\subseteq N\backslash i$ .
2. $g^{v}(S\cup i)-g^{v}(S)\geq g^{v}(T\cup i)-g^{v}(T),$ $\forall i\in N,$ $\forall S,$ $T\subseteq N$ : $S\subseteq T\subseteq N\backslash i$ .
3. $v(S)+v(T)\leq v(S\cup T)+v(S\cap T),$ $\forall S,$ $T\subseteq N$ .
4. $g^{v}(S)+g^{v}(T)\geq g^{v}(S\cup T)+g^{v}(S\cap T),$ $\forall S,$ $T\subseteq N$ .
5. $v(S\cup R)-v(S)\leq v(T\cup R)-v(T),$ $\forall R,$ $S,$ $T\subseteq N$ : $S\subseteq T\subseteq N\backslash R$ .
6. $g^{v}(S\cup R)-g^{v}(S)\geq g^{v}(T\cup R)-g^{v}(T),$ $\forall R,$ $S,$ $T\subseteq N$ : $S\subseteq T\subseteq N\backslash R$ .
7. $(\Delta_{S}(\triangle_{T}v))(R)\geq 0,$ $\forall R,$ $S,$ $T\subseteq N$ .
,
. .
1 $v$ \Delta :
1. $C(v)$ . $\text{ }$ , .
2. $C(v)$ Weber $W(v)$ ).
3. Shapley { .
4. $\mathrm{f}_{-}^{-}$ ( ) ( ).
$\text{ }$ , , 1- , $k$- , . ,




$g^{v}(i)\leq g^{v}(S)$ , $\forall i\in N,$ $\forall S\in 2^{N}$ : $i\in S$
, (semiconvex) .
4 $v$ L (1-convex) :
$0\leq g^{v}(N)\leq g^{v}(S)\forall S\subset N,$ $S\neq\emptyset$ .
5 $v$ 2
1. $m(v)\leq M(v)$ ,
2. $m(v)(N)\leq v(N)\leq M(v)(N)$
(quasibalanced) .
, .
, ( ) .





\Delta , 1- $\tau$- ,
.





3 $v$ L $\text{ }$
$\tau_{i}(v)=M_{i}(v)-\frac{1}{n}g^{v}(N)$ .
4 $\text{ }v$ L , $C(v)$ $M(v)-g^{v}(N)e^{i},$ $i\in N$ ,
. $e^{i}$ $i$ .
5 $v$ - , $\nu(v)=\tau(v)$ . $\nu(v)$ $\text{ }v$
78
3
, [5] $[6, 7]$ , .
, Bilbao and Martinez-Legaz [2] Bilbao[1] $\}$ .
, . .
7 $F\subseteq 2^{N}$ . $v$ : $Farrow \mathrm{R}$ ,
$v^{\mathrm{O}}$ : $\mathrm{R}^{n}arrow \mathrm{R}$
$v^{\mathrm{o}}(x)= \min\{x(S)-v(S) : S\in F\}$
. $c:\mathcal{F}arrow \mathrm{R}$ , $c$. : $\mathrm{R}^{n}arrow \mathrm{R}$
$c.(x)= \max\{x(S)-v(S) : S\in F\}$
.
, $v,$ $c$ . , $S\in F$
,
$v(S)= \min\{x(S)-v^{\mathrm{o}}(x) : x\in \mathrm{R}^{n}\}$ ,
$c(S)= \max\{x(S)-c.(x) : x\in \mathrm{R}^{n}\}$
.
$\mathcal{F},$ $\mathcal{G}$ $N$ , $c:Farrow \mathrm{R}$, $v:\mathcal{G}arrow \mathrm{R}$
. .
:Find $\min\{c(S)-v(S) : S\in \mathcal{F}\cap \mathcal{G}\}$ ,
:Find $\max\{v^{\mathrm{o}}(x)-c.(x) : x\in \mathrm{R}^{n}\}$ .
, Fenchel .
6([5]) $F,$ $\mathcal{G}\subseteq 2^{N}$ $\emptyset,$ $N\in \mathcal{F}\cap \mathcal{G}$ , $c:Farrow \mathrm{R}$ ,
$v$ : $\mathcal{G}arrow \mathrm{R}$ .
$\min\{c(S)-v(S) : S\in \mathcal{F}\cap \mathcal{G}\}=\max\{v^{\mathrm{o}}(x)-c.(x) : x\in \mathrm{R}^{n}\}$
.
, , .
8 $F\subseteq 2^{N}$ , $v:\mathcal{F}arrow \mathrm{R}$ . $x\in \mathrm{R}^{n}$
, $S\in \mathcal{F}$ $v$ .
$v(T)-v(S)\leq x(T)-x(S)$ for all $T\in F$ .
$\text{ }c:\mathcal{F}arrow \mathrm{R}$ ,
$c(T)-c(S)\geq x(T)-x(S)$ for all $T\in F$ .
$x\in \mathrm{R}^{n}$ $S\in F$ $c$ . $S$ $v$
$S$ $v$ , $\partial v(S)$ .
79
2 $v$ : $2^{N}arrow \mathrm{R}$ , $c:2^{N}arrow \mathrm{R}$ . $v^{*},$ $c^{*}$
,
$v^{*}(S)=v(N)-v(N\backslash S),$ $\forall S\subseteq N$
$c^{*}(S)=c(N)-c(N\backslash S),$ $\forall S\subseteq N$
.
1. $\partial v(\emptyset)=P(v)$ , $\partial v(N)=P(v^{*})$ ,
2. $\partial c(\emptyset)=P(c)$ , $\partial c(N)=P(c^{*})$ ,
3. $\partial v(\emptyset)$ v(N) $=C(v)=C(v^{*})$ ,
4 $\cdot$ $\partial c(\emptyset)$ c(N) $=C(c)=C(c^{*})$ .
.
4 Lov\’asz
, $v$ : $2^{N}arrow \mathrm{R}$ Lov\’asz . $v$ , $0=$
$(0,0, \ldots, 0)^{T}$ $v(0)=0$ $v:\{0,1\}^{n}arrow \mathrm{R}$ .
$\mathrm{R}_{+}^{n}$ . $x\in \mathrm{R}_{+}^{n}$ , $x$ $x_{i}$
[ $0\leq x^{1}<x^{2}<\cdots<x^{k}$ , $x^{0}=0$ .
$S_{p}=\{i\in N : x_{i}\geq x^{p}\}$
$f_{x}(S)=\{$




. , $1_{S}\in \mathrm{R}^{n}$ $i\in S$ $i$ 1 0
. $v(1_{S})=v(S)$ , .
9 $v:2^{N}arrow \mathrm{R}$
$\hat{v}(x)=\sum_{s\subseteq N}f_{x}(S)v(S)$
$\hat{v}$ : $\mathrm{R}_{+}^{n}arrow \mathrm{R}$ $v$ Lov\’asz .






, Lov\’asz . Bilbao[l]
, Lov\’asz . $[8, 9]$ ,
, Lov\’asz
.
Lov\’asz , , $\text{ }([1,2])$ .
$\hat{v}(x)=$ $\mathrm{n}\{\langle x, y\rangle : y\in P(v)\}$ ,
. $\langle x, y\rangle$ . $\text{ }$
.





$C_{0}\subset C_{1}\subset\cdots\subset C_{n-1}\subset C_{n}$ ,
. $C_{0}=\emptyset,$ $C_{k}=\{i_{1}, i_{2}, \ldots, i_{k}\},$ $k=1,$ $\ldots,$ $n$ .
10 $v$ $C$ (marginal worth vector)
$a^{C}(v)\in \mathrm{R}^{n}$
$a_{i_{k}}^{C}(v)=v(C_{k})-v(C_{k-1}),$ $k=1,$ $\ldots,$ $n$
. , $v$ Weber ,
Weber(v) $=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}$ { $a^{C}(v)$ : $C$ $N$ }
.
8 $\text{ }v$ $\text{ }$ ,
$\hat{v}(x)=\min\{\langle x, y\rangle : y\in C(v)\}=\langle x,$ $a^{C}(v))$
. $C(i_{1}<i_{2}<\cdots<i_{n})$ , $x$







$v(S)- \sum_{T\subset S}d_{T}(v)$ , if $S\neq\emptyset$ .
, ,
$v= \sum_{s\subseteq N}d_{S}(v)u_{S}$
. $u_{S}$ a ,
$u_{S}(T)=\{$






1, if $x_{i}=1,$ $\forall i\in S$
0, otherwise
, Loviz , $x\in \mathrm{R}_{+}^{n}$ .
9 $v$ Lov\’asz , :
$\hat{v}(x)=\sum_{S\subseteq N}d_{S}(v)\min_{i\in S}x_{i}$
, Hammer and Rudeanu :
$\hat{v}(x)=\sum_{s\subseteq N}d_{S}(v)\prod_{i\in S}x_{i}$
5
, $v$ : $2^{N}arrow \mathrm{R}$, , $S\subseteq N$
. , ,
, . ,
$N$ $\mathcal{F}\subseteq 2^{N}$ .
, $F$ . ,
.
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11 $\mathcal{L}\subseteq 2^{N}$ 3 , (convex geometry)
.
(C1) $\emptyset\in \mathcal{L}$ ,
(C2) $S,$ $T\in \mathcal{L}\Rightarrow S\cap T\in \mathcal{L}$ ,
(C3) $S\in \mathcal{L},$ $S\neq\emptyset,$ $\Rightarrow\exists j\in N\backslash S$ : $S\cup j\in \mathcal{L}$ .
$\mathcal{L}$ $S$ . $S\in \mathcal{L}$ $i$ $S\backslash i\in \mathcal{L}$
$S$ . $S$ , $\mathrm{e}\mathrm{x}(S)$ .
12 $\mathcal{L}$ , $v(\emptyset)=0$ $v:\mathcal{L}arrow \mathrm{R}$







$v\in\Gamma(\mathcal{L})$ , $\Phi_{i}(v)\in \mathrm{R}$ $i$
. , .
13 $i\in N$ (probabilistic value) ,
$\Phi_{i}$ : $\Gamma(\mathcal{L})arrow \mathrm{R}$ :
$\Phi_{i}(v)=.\sum_{S\in \mathcal{L}.i\in \mathrm{e}\mathrm{x}(S)}p_{S}^{i}(v(S)-v(S\backslash i)),$ $p_{S}^{i} \geq 0,.\sum_{S\in \mathcal{L}\cdot i\in \mathrm{e}\mathrm{x}(S)}p_{S}^{i}=1$
.
1 $T=S\backslash i$ :
$\Phi_{i}(v)=\sum_{T\in \mathcal{L}:i\not\in T,T\cup i\in \mathcal{L}}p_{T}^{i}(v(T\cup i)-v(T))$
.
, .
$\alpha,$ $\beta\in \mathrm{R}$ $v,$ $w\in\Gamma(\mathcal{L})$
$\Phi_{i}(\alpha v+\beta w)=\alpha\Phi_{i}(v)+\beta\Phi_{i}(w)$ .
14 $v\in\Gamma(\mathcal{L})$ $i\in N$ (dummy) ,
$T\in \mathcal{L},$ $i\not\in T,$ $T\cup i\in \mathcal{L}$
$v(T\cup i)-v(T)=\{$




2 : $S\in \mathcal{L},$ $i\in \mathrm{e}\mathrm{x}(S)$ ,
$v(S)-v(S\backslash i)=\{$
$v(i)$ , if $\{i\}\in \mathcal{L}$
$0_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ otherwise
$i\in N$ $v\in\Gamma(\mathcal{L})$ ( ,
$\Phi_{i}(v)=\{$
$v(i)$ , if $\{i\}\in \mathcal{L}$
$0_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ otherwise
15 $v\in\Gamma(\mathcal{L})$ , $S\subseteq T$ $S,$ $T\in \mathcal{L}$ $v(S)\leq v(T)$
, (monotone) .
$v\in\Gamma(\mathcal{L})$ , $\Phi_{i}(v)\geq 0$ .
10 $\Phi_{i}$ : $\Gamma(\mathcal{L})arrow \mathrm{R}$ $\{i\}\in \mathcal{L}$ $i$ . $\Phi_{i}$ ,
, , .






1, if $i\in T$
0, otherwise.
, $i\in \mathcal{L}$ .




. , $\Phi$ : $\Gamma(\mathcal{L})arrow \mathrm{R}^{n},$ $v-t(\Phi_{1}(v)\cdot, \ldots, \Phi_{n}(v))$ .
. $\text{ }v\in\Gamma(\mathcal{L})$ ,
$\sum_{i\in N}\Phi_{i}(v)=v(N)$ .
12 $\Phi$ . , $i\in N$
$\Phi_{i}$ , , , $\Phi_{i}$ .
$\mathcal{L}\subseteq 2^{N}$ , $N$ $i_{1}<i_{2}<\cdots<i_{n}$ ,
$j=1,$ $\ldots,$ $n$ { $i_{1},$ $i_{2},$ $\ldots$ , } $\in \mathcal{L}$ . $\mathcal{L}$ $\mathcal{L}$
. $c(\mathcal{L})$ ( ) , $\mathrm{C}(\mathcal{L})$ (
) . $i\in N$ $C=(i_{1}, i_{2}, \ldots, i_{n})\in \mathrm{C}(\mathcal{L})$ ,
$C(i):=$ {$j\in N$ : $j\leq i$ in $C$}
84
. $C(i)$ , $i\in \mathrm{e}\mathrm{x}(C(i))$ .
$v$ ( ) $C$ ( ) $a^{C}(v)\in$
$\mathrm{R}^{n}$
$a_{i}^{C}(v)=v(C(i))-v(C(i)\backslash i)$ , for all $i\in N$
. .
16 $\{p_{C} : C\in \mathrm{C}(\mathcal{L})\}$ $\mathrm{C}(\mathcal{L})$ . $\Gamma(\mathcal{L})$ (compatible-
order value)
$\Omega$ : $\Gamma(\mathcal{L})arrow \mathrm{R}^{n},$ $v\vdash\succ(\Omega_{1}(v), \ldots, \Omega_{n}(v))$ ,
$i\in N$
$\Omega_{i}(v)=\sum_{C\in C(\mathcal{L})}a_{i}^{C}(v)=\sum_{C\in C(\mathcal{L})}p_{C}[v(C(i))-v(C(i)\backslash i)]$
.
.
13 $\Omega=(\Omega_{1}(v), \ldots, \Omega_{n}(v))$ $\Gamma(\mathcal{L})$ , $\Omega$
, $i\in N$ $\Omega_{i}$ .





– y $\Phi=(\Phi_{1}, \ldots, \Phi_{n})$ $v$ $\mathrm{C}(\mathcal{L})$ $p$ ,
$\Phi(v;p)=(\Phi_{1}(v;p), \ldots, \Phi_{n}(v;p))$





P2 $p^{1},$ $p^{2}$ $\mathrm{C}(\mathcal{L})$ , $\alpha_{1},$ $\alpha_{2}>0,$ $\alpha_{1}+\alpha_{2}=1$
$\Phi(v;\alpha_{1}p^{1}+\alpha_{2}p^{2})=\alpha_{1}\Phi(v;p^{1})+\alpha_{2}\Phi(v;p^{2})$
15 $\Phi(v;p)$ $Pl,$ $P\mathit{2}$ .
, , Weber .
85
17 $v\in\Gamma(\mathcal{L})$ .
$C(\mathcal{L}, v):=\{x\in \mathrm{R}^{n} : x(N)=v(N), x(S)\geq v(S), \forall S\in \mathcal{L}\}$
18 $v\in\Gamma(\mathcal{L})$ Weber .
Weber $(\mathcal{L}, v):=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}\{a^{C}(v) : C\in \mathrm{C}(\mathcal{L})\}$
19 $v\in\Gamma(\mathcal{L})$ Shapley
$\Phi_{i}(v)=\frac{1}{c(\mathcal{L})}\sum_{C\in C(\mathcal{L})}a_{i}^{C}(v)$ , $\forall i\in N$
.
, .
20 $v\in\Gamma(\mathcal{L})$ , $S\cup T\in \mathcal{L}$ $S,$ $T\in \mathcal{L}$ ,
$v(S\cup T)+v(S\cap T)\geq v(S)+v(T)$ .
, (quasi-convex) .
3 $v\in\Gamma(\mathcal{L})$ , $T\subset S$
$S,$ $T\in \mathcal{L}$ $i\in ex(S)\cap T$ {
$v(S)-v(S\backslash i)\geq v(T)-v(T\backslash i)$ .
.
16 $v\in\Gamma(\mathcal{L})$ , $C\in \mathrm{C}(\mathcal{L})$
$a^{C}(v)\in C(\mathcal{L}, v)$ .




21 $\mathcal{M}\subseteq 2^{N}$ 3 , (matroid)
.
(M1) $\emptyset\in \mathcal{M}$ .
(M2) $S\in \mathcal{M},$ $T\subseteq S,$ $\Rightarrow T\in \mathcal{M}$ .
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